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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ
ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìíîãèå âîïðîñû ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èçèêè ïðèâîäÿò ê ïðîáëåìå ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äèåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Õàðàêòåðíûì ïîäõîäîì â èññëåäîâàíèè ñïåê-
òðà äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè-
êè ñïåêòðàëüíîé óíêöèè è âû÷èñëåíèå ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.
Ïîñêîëüêó äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñïåêòðàëüíûé è ìàòðè÷-
íûé ñëåäû íå ñóùåñòâóþò, âîçíèêàåò ïîíÿòèå òàê íàçûâàåìûõ "ðå-
ãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ". Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ
ñëåäîâ âîñõîäèò ê ðàáîòå È.Ì. åëüàíäà è Á.Ì. Ëåâèòàíà [5℄, îïó-
áëèêîâàííîé â 1953 ã. Îíè ðàññìîòðåëè îïåðàòîðØòóðìàËèóâèëëÿ,
ïîðîæäåííûé êðàåâîé çàäà÷åé:
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(x) + q(x)y(x) = y(x);
y(0) = y() = 0; x 2 [0; ℄;
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ãäå q(x)  äâàæäû íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ íà îò-
ðåçêå [0; ℄. Àñèìïòîòèêà óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñîáñòâåí-
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Â ñèëó ýòîãî ðÿä (ïåðâûé ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà)
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àíäîì è Á.Ì. Ëåâèòàíîì â [5℄ áûëà óñòàíîâëåíà
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Â ðàáîòå [7℄ Ë.À. Äèêèì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îðìóëà (3) ýêâèâà-
ëåíòíà àáñòðàêòíîìó ðàâåíñòâó
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ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L
2
[0; ℄,
v
n
 ñîáñòâåííûå îðòîíîðìèðîâàííûå óíêöèè îïåðàòîðà, ïîðî-
æäåííîãî êðàåâîé çàäà÷åé
 v
00
(x) = v(x);
v(0) = v() = 0; x 2 [0; ℄:
Â 60-å ãîäû òåîðèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ ðåãóëÿðíûõ îáûê-
íîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëà ïðàêòè÷åñêè çàâåð-
øåíà ðàáîòàìè Â.Á. Ëèäñêîãî è Â.À. Ñàäîâíè÷åãî [14℄, [17℄. Èì óäà-
ëîñü âû÷èñëèòü ðåãóëÿðèçîâàííûå ñëåäû ïðîèçâîëüíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëþáûõ ïîðÿä-
êîâ ñî ñëîæíûì âõîæäåíèåì ïàðàìåòðà.
Çíà÷èòåëüíî ìåíåå èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ êëàññû îïåðàòî-
ðîâ, ñîäåðæàùèå äèåðåíöèðîâàíèå ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì.
àçëè÷íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáî-
òàõ À.. Êîñòþ÷åíêî [12℄, Ì.. àñûìîâà [3℄, Â. èéåìèíà [22℄ è äð.
Òðóäíîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ðåçîëüâåíòà èìååò ñëîæíîå ñòðîåíèå è íåèçâåñòíà òî÷íàÿ
àñèìïòîòèêà âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Â ðàáîòå Â.Â. Äóáðîâñêîãî [8℄
ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðîáëåìå ñëåäîâ ÷åðåç ïîïðàâêè òåîðèè âîçìó-
ùåíèé.
Ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñïåêòðàëüíîé óíêöèè äè-
åðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèåðåíöèàëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [11℄,
[20℄). Ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè, ïðåäëîæåííîé Ì.. àñûìîâûì â ðàáî-
òå [3℄, ìîæíî âû÷èñëÿòü ðåãóëÿðèçîâàííûå ñëåäû äèñêðåòíûõ ñà-
ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóÿ èõ ñïåêòðàëüíóþ óíêöèþ.
Â ðàáîòå Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.Â. Äóáðîâñêîãî, À.Â. Íàãîðíîãî [19℄
èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé óíêöèè ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñ ïðèìåíåíèåì ìåòî-
äîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïóñòü íà îáëàñòè M çàäàí ïîëóîãðàíè÷åí-
íûé ñíèçó ñàìîñîïðÿæåííûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð T , äåéñòâóþùèé
â H = L
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íóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), à ÷åðåç
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(x)  ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå óíêöèè, îáðàçóþùèå îðòî-
íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Cïåêòðàëüíîé óíêöèåé îïåðàòîðà íàçî-
âåì óíêöèþ
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Ïóñòü P  ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H . Â [19℄
îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
lim
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2
= 0; (5)
ãäå 
T+P
è 
T
 ñïåêòðàëüíûå óíêöèè îïåðàòîðîâ T è T + P ,
ñîîòâåòñòâåííî.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îïåðàòîðû, ïîëó÷åííûå èç îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà â ðåçóëüòàòå "ìàëîãî"âîçìóùåíèÿ, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ
ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñïåêòðàëüíîé óíêöèè, à òàêæå ðåãóëÿðèçî-
âàííûé ñëåä äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà. Îäíàêî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
(5) ïåðåíîñèòñÿ òîëüêî íà ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà   3=2. Åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âñòàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ñïåê-
òðàëüíîé óíêöèè è ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñòåïåíè îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà êàê ìîæíî áîëåå áëèçêîé ê åäèíèöå.
Íàðÿäó ñ "ïðÿìûìè"çàäà÷àìè, âàæíóþ ðîëü èãðàþò îáðàòíûå
çàäà÷è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîä
îáðàòíûìè çàäà÷àìè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïîíèìàþò çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ïî òåì èëè èíûì åãî ñïåêòðàëüíûì õàðàê-
òàðèñòèêàì: ñïåêòðàì (ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ), ñïåê-
òðàëüíîé óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, è äðóãèå. ×òî êàñàåòñÿ ïðîáëåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ, òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåò êðèòåðèåâ ãëîáàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà, ÷òî ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿ-
ìè â èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî íåëèíåéíûõ, ê êîòîðûì
ñâîäÿòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ,
ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è èìåþò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó
îäíèì èç îñíîâíûõ ìîìåíòîâ â èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû åäèíñòâåí-
íîñòè íåêîððåêòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ðåøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ èõ
åäèíñòâåííîñòü.
Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû
äëÿ äèåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ

 y
00
(x) + q(x)y(x) = y(x);
y
0
(a)  hy(a) = 0; y
0
(b) +Hy(b) = 0
(6)
â ñëó÷àå, êîãäà óíêöèÿ q(x) íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a; b℄.
Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò Â.À. Àìáàð-
öóìÿíó [21℄. Èì äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è
ØòóðìàËèóâèëëÿ

 y
00
+ q(x)y = y (q(x) 2 C[0; ℄);
y
0
(0) = y
0
() = 0;
(7)
5
ñóòü 
n
= n
2
, n = 0; 1; 2; : : : , òî q(x)  0. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå
îäèí ñïåêòð îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ óíêöèþ q (òî åñòü îïå-
ðàòîð) íå îïðåäåëÿåò. Â ðàáîòå [4℄ È.Ì. åëüàíäà, Á.Ì. Ëåâèòàíà
áûë óêàçàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ïî
ñïåêòðàëüíîé óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ () è óêàçàíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ìîíîòîííàÿ óíêöèÿ ÿâëÿëàñü
ñïåêòðàëüíîé óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðàØòóðìàËèóâèëëÿ
(íà ïðÿìîé èëè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå). Â äàëüíåéøåì ðàáîòà
È.Ì. åëüàíäà, Á.Ì. Ëåâèòàíà [4℄ ïîñëóæèëà îáðàçöîì äëÿ ý-
åêòèâíîãî ðåøåíèÿ äðóãèõ îáðàòíûõ çàäà÷.
Îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è
èõ ïðèëîæåíèÿì ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò. Â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå îáðàòíûå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü À.Ì.Áóõãåéìîì, Ì.Ì.Ëàâ-
ðåíòüåâûì, Â..îìàíîâûì è äð. (ñì. [1℄, [13℄, [15℄). Â ðàáîòå Â.À.
Ñàäîâíè÷åãî è Â.Â. Äóáðîâñêîãî [18℄ äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðîâ òîëüêî ïî
îäíîìó ñïåêòðó è ïðè óñëîâèè "ìàëîñòè"âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà.
åçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî
íà ïðÿìîóãîëüíèêå  ñ ïîòåíöèàëîì èç L
2
(). Ê ýòîé ðàáîòå ïî ñâî-
åé òåìàòèêå è ìåòîäàì ïðèìûêàþò ðàáîòû [9℄, [10℄. àññìîòðèì â
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() îïåðàòîð T , ïîðîæäåííûé êðàåâîé çàäà÷åé Äèðèõëå:
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ãäå   îïåðàòîð Ëàïëàñà,   ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà  =
f(x; y) j 0  x  a; 0  y  bg; (
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2
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 èððàöèîíàëüíî). Ââåäåì
îïåðàòîð T

=
1
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dE(). Ïóñòü P  îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåêî-
òîðóþ óíêöèþ p (íàçîâåì åå ïîòåíöèàëîì). Â [9℄ ðàçðàáîòàí ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà èç C() è äîêàçàíà åãî åäèíñòâåííîñòü
äëÿ îïåðàòîðà T

+P . B [10℄ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà â êëàññå ïî-
òåíöèàëîâ èç L
2
(). Îäíàêî äàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ëó÷øåì
ñëó÷àå äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà  > 5=2. Òàêèì îáðàçîì, êàê
è â "ïðÿìûõ"çàäà÷àõ, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà êàê ìîæíî áîëåå áëèçêîé ê åäèíèöå.
Â ñèëó ñêàçàííîãî, òåìà èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ
àêòóàëüíîé.
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Öåëü ðàáîòû:
1. Èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ñïåêòðàëüíîé óíêöèè è âû÷èñëèòü
ïåðâûé ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà T

+ P , äëÿ , âîç-
ìîæíî áîëåå áëèçêîé ê åäèíèöå.
2. åøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ñòåïåíè  îïåðàòîðà Ëàïëàñà,
âîçìîæíî áîëåå áëèçêîé ê åäèíèöå, çàäàííîãî ëèáî íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå, ëèáî íà N  ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå, ñ ïîòåíöèà-
ëîì èç L
1
.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
âîçìóùåíèé, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, ðàçëè÷íûå ìåòîäû
óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Äëÿ âîçìóùåííîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà T

+ P , çàäàí-
íîãî íà êâàäðàòå èëè íà ðàâíîáåäðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå, ïðè  > 1
13
80
äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ðàçíîñòè
ñïåêòðàëüíûõ óíêöèé îïåðàòîðîâ T

+ P è T

.
2. Ïîëó÷åíà îðìóëà ïåðâîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ îïå-
ðàòîðà T

+ P ïðè  > 1
13
80
.
3. Ïðè  > 1 ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà î
âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà äëÿ âîçìóùåííîé ñòåïåíè îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíèêå.
4. Ïðè  > N=2 ðåøåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà äëÿ
âîçìóùåííîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà N  ìåðíîì ïà-
ðàëëåëåïèïåäå.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. àáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå, â íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè,
â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè. åçóëüòàòû äèññåðòàöèè
äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñ-
êèõ êîíåðåíöèÿõ âóçîâ Óðàëüñêîé çîíû (ã. Ìàãíèòîãîðñê, 1999 ã.,
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ã.×åëÿáèíñê, 2001 ã.), íà êîíåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëè-
ðîâàíèþ è êðàåâûì çàäà÷àì â ÑÒÓ (ã. Ñàìàðà, 2000 ã.), íà íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà èçèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîåññîðà Äóáðîâñêîãî Â.Â., â Ìàãíèòîãîð-
ñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ã. Ìàãíèòîãîðñê, 19962000 ã.),
íà 62-é íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíåðåíöèè â ÌÒÓ (ã. Ìàãíèòîãîðñê,
2003 ã.), à òàêæå íà ñåìèíàðå ïî äèåðåíöèàëüíî - îïåðàòîðíûì
óðàâíåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîåññîðàÌåëüíèêîâîéÈ.Â. â Óðàëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-
âåðñèòåòå.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [23℄
 [29℄. Âûñòóïëåíèå àâòîðà íà êîíåðåíöèÿõ îòðàæåíî â òåçèñàõ
äîêëàäîâ [30℄  [33℄. Èç ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå, â äèñ-
ñåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû àâòîðà.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 98 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåð-
òàöèè  92 ñòðàíèöû.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè,
è îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàîâ è ïîñâÿùåíà èçó÷å-
íèþ àñèìïòîòèêè ñïåêòðàëüíîé óíêöèè âîçìóùåííîé ñòåïåíè îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîé íà êâàäðàòå èëè íà ðàâíîáåäðåííîì ïðÿ-
ìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå , ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è äåé-
ñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå L
2
(): Ïóñòü   ðàâíîáåäðåííûé ïðÿ-
ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê èëè êâàäðàò èç R
2
: àññìîòðèì â L
2
()
îïåðàòîð T , ïîðîæäåííûé êðàåâîé çàäà÷åé Äèðèõëå:
 ' = '; u




= 0;
ãäå   ãðàíèöà ,   îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ââåäåì îïåðàòîð T

=
1
Z
0


dE(), ãäå E()  ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû îïåðàòî-
ðà T;  > 0. Ïóñòü P  ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé â L
2
(). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f
n
g
1
n=1
, f
n
g
1
n=1
ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ T

è T

+ P ñîîòâåòñòâåííî, çàíóìåðîâàííûå
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåëè÷èí ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè; ÷åðåç v
n
è u
n
8
 îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðîâ T

è T

+P
ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþùèå n ì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.
Ïåðâûé ïàðàãðà ãëàâû I íîñèò ðååðàòèâíûé õàðàêòåð. Â íåì,
ñîãëàñíî [16℄, [6℄, ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ñà-
ìîñîïðÿæåííûõ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ. Âî âòîðîì ïàðàãðàå, èñ-
ïîëüçóÿ äâà ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà, à òàêæå ðåçóëüòàòû î ÷èñëå öåëûõ òî÷åê â êðóãå, äîêàçàíû
ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T

.
Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T

âåðíà ñëåäóþùàÿ àñèìïòî-
òèêà:

n
= C
1
n

+ C
2
n
 1=2
+O(n
 27=40
); (8)
ãäå C
1
> 0, C
2
> 0  íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f
n
g
1
n=1
 ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T

.
Åñëè jk   nj  C
3
n
13=40+Æ
; ãäå C
3
> 0, 0 < Æ  27=40, òîãäà
j
k
  
n
j  onst maxfk
 27=40+Æ
; n
 27=40+Æ
g; onst > 0 (9)
Â òðåòüåì ïàðàãðàå ñîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà îñíîâíàÿ òå-
îðåìà äàííîé ãëàâû  îá îöåíêå ðàçíîñòè ñïåêòðàëüíûõ óíêöèé
îïåðàòîðîâ T

è T

+P . Ïóñòü f
n
m
g
1
m=1
 òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T

, ÷òî

n
m
+1
  
n
m
 C
1
n
 1
m
; (10)
ãäå C
1
 íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì.[8℄).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü T

 ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà
, P  ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Åñëè (  1)(k+
1) > 13=80, 1  q  2, òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:
n
m
X
j=1
u
j
(x)u
j
(y) =
n
m
X
j=1
v
j
(x)v
j
(y) +
k
X
l=1

l
(x; y; n
m
) + '
k+1
(x; y; n
m
) ;
(11)
ïðè÷åì
lim
m!1
k'
k+1
(x; y; n
m
)k
q
= 0:
Çäåñü 
l
(x; y; n
m
) è '
k+1
(x; y; n
m
)  ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 
T

+P
(x; y; ) =
X

k

u
k
(x)u
k
(y); 
T

(x; y; ) =
X

k

v
k
(x)v
k
(y)  ñïåêòðàëüíûå óíêöèè îïåðàòîðîâ T

+P è T

ñî-
îòâåòñòâåííî. Åñëè  > 1
13
80
, 1  q  2 è  2 (
n
m
+ kPk; 
n
m
+1
 
9
kPk); òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:
lim
!1
k
T

+P
(x; y; )  
T

(x; y; )k
q
= 0:
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò è ìåòîäèêó, ïðåäëîæåííóþÌ..
àñûìîâûì (ì. [3℄), óäàëîñü âû÷èñëèòü ïåðâûé ðåãóëÿðèçîâàííûé
ñëåä äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ñòåïåíè  > 1
13
80
.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü  > 1
13
80
, P  îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà âåùå-
ñòâåííóþ óíêöèþ p 2 L
1
().Òîãäà
lim
n
m
!1
n
m
X
j=1
(
j
  
j
  (Pv
j
; v
j
)) = 0:
Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàîâ è ïîñâÿùåíà ðåøå-
íèþ îáðàòíîé çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ñ ïîòåíöèàëîì èç L
1
, çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíèêå ëèáî
íà N  ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Â ïåðâîì ïàðàãðàå ââîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå îïåðàòîðû è íà ïîòåíöèàëû íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ: ñèììåòðè÷íîñòè è ðàâåíñòâà íóëþ íåêîòîðûõ êî-
ýèöèåíòîâ Ôóðüå. Îáîçíà÷èì  = f(x; y) j 0  x  a; 0  y  bg
 ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå a > 0; b > 0;
a
2
b
2
 èððàöèîíàëüíî; 
4
=

(x; y) j 0  x 
a
2
; 0  y 
b
2

 âñïîìîãàòåëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê.
Ïóñòü îïåðàòîð T

 ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå , ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïóñòü P  îïåðà-
òîð óìíîæåíèÿ íà, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íóþ, èçìåðèìóþ
ïî Ëåáåãó, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííóþ ïî ìîäóëþ óíêöèþ p(x; y) ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ  (ýòó óíêöèþ ìû áóäåì íàçûâàòü ïîòåí-
öèàëîì). Äîïóñòèì, ÷òî ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò åùå äâóì äîïîë-
íèòåëüíûì óñëîâèÿì:
p(a  x; y) = p(x; y) = p(x; b  y) äëÿ ïî÷òè âñåõ(x; y) 2 ; (12)
ZZ

p(x; y) os

2mx
a

dxdy =
=
ZZ

p(x; y) os

2ny
b

dxdy = 0; m; n = 0; 1; : : : ;1: (13)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
k
ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T

+P , çàíóìåðî-
âàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñ ó÷åòîì
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè, k = 1; 2; : : : ;1; u
k
 ñîîòâåòñòâóþùèå
îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå óíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà. Â ïåð-
âîì ïàðàãðàå òàêæå ñîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Ë. Êàðëåñîíà îá èí-
òåðïîëÿöèè [2, ñ.285℄, èñïîëüçóåìàÿ â äàëüíåéøåì.
Âî âòîðîì ïàðàãðàå ïîëó÷åíà âàæíàÿ îöåíêà ÿäåðíîé íîðìû
îïåðàòîðà (T

  E)
 1
, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè äàëüíåé-
øåì ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Ïóñòü f
k
l
g
1
l=1
 òàêàÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T

, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (10).
Òåîðåìà 4 (Îöåíêà ÿäåðíîé íîðìû îïåðàòîðà (T

  E)
 1
).
Ïóñòü 0 < Æ < 1; (1   Æ)(   1=2) < 1, òîãäà íà âåðòèêàëüíûõ
ïðÿìûõ  
k
l
=

 j  =

k
l
+ 
k
l
+1
2
+ i

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
k(T

 E)
 1
k
1

1
X
k=1
j 
k
j
 1


jj+ C
5
k
 1
l

 Æ
o

k
1=2 (1 Æ)( 1)
l

+
+

jj+ C
5
k
 1=2
l

 Æ
O

k
1 (1 Æ)( 1=2)
l

; C
5
> 0: (14)
Â òðåòüåì ïàðàãðàå ñîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ òå-
îðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â îáðàòíîé çàäà÷å ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ
ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà  > 3=2, çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíèêå.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ÿäåðíîé íîðìû îïåðàòîðà
(T

 E)
 1
è òåîðåìà Ë. Êàðëåñîíà îá èíòåðïîëÿöèîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ñîðìóëèðîâàííàÿ â ïåðâîì ïàðàãðàå. Ïóñòü f
k
s
g
1
s=1
-
èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñìûñëå Ë. Êàðëåñîíà ñïåê-
òðà (T

) îïåðàòîðà T

â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re > 0, òî åñòü
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî  = (f
k
s
g) > 0, ÷òî
1
Y
j=1;j 6=s





k
s
  
k
j

k
s
+ 
k
j




 ; äëÿ ëþáîãî s = 1;1:
Òîãäà ïî òåîðåìå Ë. Êàðëåñîíà ñóùåñòâóþò òàêèå àíàëèòè÷åñêèå,
îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè óíêöèè, ÷òî
f
k
s
(
k
j
) = Æ
js
;
kf
k
s
k
1
= sup
Re>0
jf
k
s
()j 


(1  ln );
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ãäå Æ
js
- ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïîëîæèì '
k
s
() =

Z
0
f
k
s
(z) dz.
Îáîçíà÷èì
 
k(m;n)
(x; y) =
4
p
ab
os

2mx
a

os

2ny
b

; m; n = 1;1; (15)
ãäå óíêöèè çàíóìåðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

k(m;n)
=


2
m
2
a
2
+

2
n
2
b
2


îïåðàòîðà T

.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü
a
2
b
2
 èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ñòåïåíü îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà  > 3=2, f
k
s
g
1
s=1
 èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò " > 0, çàâèñÿùåå îò  = (f
k
s
g) > 0,
òàêîå, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f
s
g âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
p
abk
1
X
s=1

s
 
k
s
k
1
< "; (16)
òî â çàìêíóòîì øàðå U(0; ")  L
1
() , ñóùåñòâóåò îäèí è òîëüêî
îäèí ïîòåíöèàë p(x; y), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (12), (13) è
ZZ

4
p(x; y) 
k
(x; y) dxdy = 0 ïðè k 6= k
s
; k = 1; 2; : : : ;1;
òàêîé, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà 
j
îïåðàòîðà T

+P óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì
k
l
q
X
j=1
'
k
s
(
j
) 
k
l
q
X
j=1
'
k
s
(
j
) = 
s
; s = 1; 2; : : : ;1; k
l
q
 1
< k
s
 k
l
q
:
Çäåñü fk
l
q
g  ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âûáèðà-
åìàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàå äîêàçàíà òåîðåìà î âîññòàíîâëåíèè ïî-
òåíöèàëà äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà  > 1. Êðîìå òîãî, óäà-
ëîñü îñëàáèòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïîòåíöèàë: íà íåãî
íàëîæåíû òîëüêî óñëîâèÿ ñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, óäàëîñü ñó-
ùåñòâåííî óñèëèòü ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ([9℄, [10℄).
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Ïóñòü îïåðàòîð T

 ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà
ïðÿìîóãîëüíèêå  ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, P  îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííóþ , èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó, ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åííóþ óíêöèþ p(x; y) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ . Äîïó-
ñòèì, ÷òî óíêöèÿ p(x; y) óäîâëåòâîðÿåò åùå äâóì îãðàíè÷åíèÿì:
p(a  x; y) = p(x; y) = p(x; b  y) (17)
äëÿ ïî÷òè âñåõ (x; y) 2  è
ZZ

p(x; y) dxdy = 0: (18)
Ââåäåì öåëûå, îãðàíè÷åííûå ïî ìîäóëþ (íî íå â ñîâîêóïíîñòè) â
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re > 0 óíêöèè f
k
(), òàêèå, ÷òî
f
k
(
j
) = Æ
jk
; s
k
= sup
Re>0
(jf
k
()j  jj
2
) <1;
ãäå Æ
jk
- ñèìâîë Êðîíåêåðà, j; k = 1; 2; : : : ;1: Ïîëîæèì
'
k
() =

Z
0
f
k
(z) dz:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
k
=
X

j
b
n
l
'
k
(
j
)  
X

j
b
n
l
'
k
(
j
) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

k
= 
m
+ 
n
+ 
m;n
; (19)
ãäå
1
X
m=1
j
m
j
2
<1;
1
X
n=1
j
n
j
2
<1;
1
X
m;n=1
j
m;n
j
2
<1:
Çäåñü b
n
l
 íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, âûáèðàåìàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïî ñïåêòðó îïåðàòîðà T

,
b
n
l
!1 ïðè l!1.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü  > 1, a
2
=b
2
 èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, f
k
g 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (19), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî
k
1
X
k=1
(
k
  
m
  
n
) 
k
k
1
 ":
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Òîãäà â øàðå
U(0; ") = fp(x; y) j kpk
1
 "g
ñóùåñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ïîòåíöèàë p, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì(17), (18) òàêîé, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà 
j
îïåðàòîðà T

+
P óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
X

j
b
n
l
'
k
(
j
) 
X

j
b
n
l
'
k
(
j
) = 
k
;
ïðè 
k
 b
n
(l 1)
; k = 1; 2; : : :1.
.
Â ïÿòîì ïàðàãðàå çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà äëÿ ñòå-
ïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàññìîòðåíà íà N  ìåðíîì ïàðàëëåëåïè-
ïåäå è òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà  > N=2.
Îáîçíà÷èì

N
= fx = (x
1
; x
2
; : : : ; x
N
) j 0  x
j
 a
j
; j = 1; Ng
 N ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä.Ïóñòü îïåðàòîð T

 ñòåïåíü îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà, çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíèêå 
N
ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè Äèðèõëå; P  îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííóþ, èçìå-
ðèìóþ ïî Ëåáåãó, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííóþ óíêöèþ p ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ 
N
. Äîïóñòèì, ÷òî ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò åùå äâóì
îãðàíè÷åíèÿì:
p(a
1
  x
1
; x
2
; : : : ; x
N
) = p(x
1
; a
2
  x
2
; : : : ; x
N
) =
= p(x
1
; x
2
; : : : ; a
N
  x
N
) = p(x
1
; x
2
; : : : ; x
N
)
(20)
äëÿ ïî÷òè âñåõ (x
1
; : : : ; x
N
) 2 
N
è
Z
  
Z

N
p(x
1
; : : : ; x
N
) dx
1
: : : dx
N
=
=
Z
  
Z

N
p(x
1
; : : : ; x
N
) os

2m
j
k
x
j
k
a
j
k

dx
1
: : : dx
N
= : : :
=
Z
  
Z

N
p(x
1
; : : : ; x
N
)
N 1
Y
k=1
os

2m
j
k
x
j
k
a
j
k

dx
1
: : : dx
N
= 0;
(21)
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ãäå j
k
2 f1; 2; : : : ; Ng; j
k
6= j
p
ïðè k 6= p; m
j
k
2 N. Îáîçíà÷èì
 
k(m)
(x
1
; : : : ; x
N
) =
2
N
p
a
1
a
2
: : : a
N
N
Y
j=1
os

2m
j
x
j
a
j

(22)
ãäå m = (m
1
;m
2
; : : : ;m
N
)  ìóëüòèèíäåêñ, m
j
2 N (j = 1; N)
óíêöèè f 
k(m)
g çàíóìåðîâàíû îäíèì èíäåêñîì k â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà T


k
=
 
N
X
i=1


2
m
2
i
a
2
i

!

:
Òåîðåìà 7. Ïóñòü  > N=2; a
 2
j
(j=1,...,N) ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, f
k
g
1
k=1
 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-
ñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
p
Ak
1
X
k=1

k
 
k
k
1
 "(1 
p
AÆ"); (23)
ãäå ÷èñëî Æ = Æ(") óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
p
AÆ" < 1 (A =
N
Y
j=1
a
j
). Òîãäà â øàðå U(") = fp(x
1
; : : : ; x
N
) j kpk
1
 "g ñóùåñòâóåò
îäèí è òîëüêî îäèí ïîòåíöèàë p, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì(20),
(21) òàêîé, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà 
j
îïåðàòîðà T

+P óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
X

j
b
n
l
'
k
(
j
) 
X

j
b
n
l
'
k
(
j
) = 
k
; (24)
ïðè 
k
 b
n
(l 1)
(k = 1; 2; : : :1):
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